Matematicas II Junio 2010

PROBLEMA A.2. Dadas las rectas de ecuaciones
5x+y—z=4 x—y=—5
r: y s
2x=2y—z=-5 =
a) Justificar que las rectas r y s se cruzan. (4 puntos)

b) Calcular razonadamente la distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

¢) Determinar la ecuacion del plano w1 que es paralelo y equidistante a las rectas r y s.
(3 puntos)

se pide:

Solucion:

a) Para comprobar que las rectas r y s se cruzan calculemos punto y vector director de cada una de ellas.
ox+y—z=4
|2x-2y—-z=-5
—z=4 —z=4
Punto x=0 — Y — Y
—2y—-z=-5 2y+z=5

sumando ambas ecuaciones — 3y=9 — y=3

sustituyendoen I* — 3—-z=4 — z=-1

P(0,3,-1)
i j ok
— -1 =1 -5 =1 -5 1
vector director v, =|5 1 —1=1 —J +k =
9 _3 g -2 =1 12 -1 12 =2

= i(=1=2)= j(=5+2)+k(=10=2)==3 i +3 j— 12k =(=3,3,~12)
luego \Tr (-1,1,—4)

xX—y=-5
s
z=4
—y=-3 y=>5
Punto x=0 — — —  P(0,5,4)
z=4 7=4 ‘
ij ok
_ — —--1 0 -1 0 -1 -1 - - -
vector director v =1 —1 0|=i —J +k =—i—j+0k=
‘ o I "0 1, [0 0
0 0
=—i-j=(-1-10)

luego \7: (1,1,0)



Procedamos a comprobar que las rectas se cruzan. Vamos a realizar los cdlculos de dos formas distintas.
Primera forma.

— — -1 1
v, =114 y v, (1LLO) T;tI - no son paralelos

Veamos si las rectas se cortan, para ello resolvemos el sistema formado por las cuatro ecuaciones
que definen las rectas,

Sx+y-z=4
Sx+y—-4=4 Sx+y=8
2x—2y—-z=-5
5 - 2x-2y—-4=-5 —> <2x-2y=-1
X—yV=
y x—y=5 x—y=5
z=4

La segunda y tercera ecuaciones son incompatibles, coeficientes de incognitas proporcionales pero
no los términos independientes, por lo tanto el sistema no tiene solucion.

Rectas con vectores directores no paralelos y que no se cortan, las rectas r y s se cruzan.

Segunda forma.
Estudiar y comparar los rangos de las siguientes matrices:

—— — —

Mzbg v) y M@4m x):PP)

N N r s

P, P =(054)-(03,-1)=(0,2,5)

-1 110
|
M =| 1 1,2
|
-4 015
-1 1
enM — ; ]=—]—]=—2¢0 — ran(M)=2
-1 1 0 = secruzan
enM’ — 1 1 2|=-5-8-5=-18#0 — ran(M)=3
-4 0 5
b)d(r,s)
Como las rectas r y s se cruzan podemos calcular la distancia entre ellas mediante la expresion:
|
d(r,s)= —
v, X v,
-1 1 0
‘W,f, RR”z 1 1 2||=(calculado en el apartado anterior)=|—18|=18
-4 0 5
i j Kk
R — -1 -4 -1 -4 --11 T
v xv, =-1 1 —-4=i —J +k =4i-4j-2k=(4,-4,-2)
11 0 1 0 1 0 1 1

_—

Vox v =42+ (=4)2 +(=2)> =36 =6
X |=

Finalmente d(r,s) = % =3u.l.



También podemos calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan de esta otra forma.

Vamos a buscar un punto de la recta r y otro punto de la recta s de forma que el vector que forman estos
dos puntos sea perpendicular a las dos rectas, de esta forma la distancia entre las dos rectas serd la
distancia entre esos dos puntos.

Sea P un punto cualquiera de r,

P.(0,3,1)
v, (~1,1,-4)
Sea Q un punto cualquiera de s,

P(0,5.4)
v (1,1,0)

Luego PQ=(u+A, ft—A+2,41+5)
Buscamos los valores de 1 y u de forma que FQJ.Z y P—Q>J_7:
WU+ A, u—A+2,44+5)(-1,1,—4)=0 —U—A+Uu—-A+2-161-20=0
%
W+A, u—A+2,42+5)(U,1,0)=0 U+ A+u—A+2=0
{—]8/1—]8:0 {/1:—]
%
2u+2=0 u=-1

— P(-A,3+4,1-44)

O, 5+ u,4)

—>

Para A=-1 — P(1,2,3)
Para pu=-1 — Q,(-1,4,4)

Finalmente, d(r,s)zd(B),Qo)z\/(—]—])z +4 -2 +4-3) =J4+4+1=3

c) Ecuacion del plano © que es paralelo y equidistante a las rectas r y s.
La ecuacion de este plano vamos a obtenerla de dos formas, andlogamente a lo realizado en los apartados
anteriores.
Primera forma.

Como rwllrys — n: = \ZXZ =(4,—-4,-2) (del apartado b))
Luego el plano © paralelo a r y s tiene por ecuacion: 4 x—4y—-2z+ D =0 ydebe cumplir
que d(mr)=d(ms)

[4.0-4.3-2.(-D)+D| _|-10+D|
Como rllr — d(mr)=d(z P)= =
N+ () +(=2)? 6

R« (0339_])

[4.0-4.5-2.4+D| |-28+D|
Como xlls — d(ﬂ,s):d(ﬂ',PS): =
N+ () +(=2)? 6

P(0,54)

[-10+D| |-28+D|
6 6

—10+D=-284D — —10=-28 No tiene solucion

<—10+D=—(—28+D) - —-10+D=28-D — 2D=38 — D=19

Igualando las distancias - |— 10+ D| = |— 28+ D| -

Elplano 7 serda: 4x-4y—-2z+19=0



Segunda forma.
Considerando el proceso de resolucion del apartado b), en la segunda forma, el plano © pasard

por el punto medio del segmento de extremos Pyy Qo y sus vectores directores serdn los de las
rectas r y s,

54:(1_1’2+4’3+4j:(a3“zj
27 2 2 2

La ecuacion del plano © la obtenemos de la siguiente forma,

7
=0 y-3 z-1

Y 2
11 —4l=0

1 1 0

I I I Y AL I

ool YT o2 1T
7

4x—(y—3)4+(z—5j02)20

4x—4y+12-27+7=0
4x—4y—2z+19=0

X

Elplano 7 sera: 4x-4y-2z+19=0



