Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Un paralelepipedo rectangular (u ortoedro) tiene tres de sus aristas sobre las rectas:
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a) Hallar los vértices restantes (2,5 puntos). b) Calcular su volumen (0,8 puntos).

Solucion:
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de las rectas I, m y n.
x=0
x=0 .
l:{ — <y=0 AeR larecta | es el eje Z
y=0
=4
=2
x—2y=0 x=2y =
m: - — y=pu peR
z=0 z=0
z=0 las rectas m y n estdn
= en el plano z=0
2x+y=0 =-2x =y b
n: - - qy=-2y yeR
z=0 z=0
z=0

Obtengamos los puntos de interseccion de estas tres rectas,
0=2u
Inm=<0=p —> A=u=0 — [INnm=(0,0,0)
A=0
0=y
INnn={0==2y —» A=y=0 — [nn=(0,0,0)
A=0
2u=y 22y =y > —4y=y - y=0
MmARE{U==-2y — ->u=0 - mnn=(0,0,0)
0=0

Es decir, el punto 0(0,0,0) es un vértice del ortoedro. Como las rectas m y n estdn en el plano z = 0, una cara del

ortoedro estd en este plano.

Una arista del ortoedro estd en el eje Z, el vértice A(12,21,-11) no estd en el plano z = 0, por lo tanto otra de sus caras,

la opuesta a la que estd en el plano 7 = 0, estd en el plano 7 = -11.

En el plano 7z = -11 los vértices del ortoedro serdn: el conocido (12,21,-11), el que estd en la arista | que serd

0°(0,0,-11) y los otros dos los obtenemos como sigue,

enelplano z=-11 las rectas paralelasa m y n del plano z = 0 tiene por ecuaciones:
L AIE, 21, 1)
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X = 2,[1 xX=Y 10 m
miiy=u n:yy=-2y grdficamente
5
z=-11 z=-11
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para encontrar los otros dos vértices procedemos de la siguiente forma,



P
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n 5 m
0 -5 5 10 15 20 25
-5
x=12+4
recta r que pasa por A’(12, 21, -11) y es paralelaa n’ r:qy=21-24
z=-11
B’ punto de corte entre r y m”
12+A=2u
A-2u=-12 2% (24-4u=-24
A=A = e 7 24— p=-21
“1=-11 #= #=
sumando — —-5u=-45 —» u=9 = B(189,-11
x=12+21
recta s que pasapor A’(12, 21, -11) y es paralelaa m’ s:yy=21+4
z=-11

C’ punto de corte entre s y n”

12+24=y

2A—y=-12 2.1° [4A-2y=-24
20+ A==2y —

A+2y=-21 A+2y=-21
—11=-11

sumando — 5A=—45 — A=-9 = C(C(-6,12,—1])

Los vértices correspondientes en el plano z = 0 serdn:
0(0,00),A(12,21,0),B(18,9,0) y C(-6,12,0)

Los ocho vértices del ortoedro son:
0(0,0,0) z

A(12,21,0)
B(18 9, 0)
C(-6,12,0)

0’ (0,0, -11)

{12,21,-11)

A’ (12,21, -11)

B’ (189, -11)

C’(-6,12, -11)

b) El ortoedro estd definido por los vectores

— E— —

00'=(00.-11) OB =(89.0) OC =(-6120)
0 0 -11 5 o

Luego V=[|8 9 0 =—11‘ . 12"=|—11(18.12+6.9)|=|—11.27O|=297O
-6 12 0

Es decir V =2970 u’



